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MOUVEMENT DES ABSIDES 

DES SATELLITES DE JUPITER. 

par M r. L. EULER. 


i. 

E n comparant le mouvement des Satellites de Jupiter avec celui de 
la Lune , il femble d’abord que celui-ci doit être aflujetii à de 
plus grandes irrégularités que celui - là. La force du Soleil , qui agit 
îur la Lune & en trouble le mouvement, qu’elle pourfuivroit en vertu 
de la force de la Terre, y rient un beaucoup plus grand rapport, que 
celui de la force dont le Soleil agit fur les Satellites de Jupiter à celle de 
Jupiter meme. Trois raifons concourent à nous perfuader que le 
mouvemenr des Satellites de Jupirer doit être moins irrégulier que le 
mouvement de la Lune. La première eft la grande ma(Te du corps de 
Jupiter, laquelle furpafle environ 200 fois celle de la Terre ; fi donc 
les autres circonftances croient femblables, les dérangemens caufés par 
la force du Soleil devroienr être autant de fois plus petits dans les Sa- 
tellites de Jupiter que dans la Lune. La fécondé rai/on eft la diftan- 
ce plus grande de Jupiter au Soleil ; <Sc il eft certain que fi la Terre le 
trouvoir à la difhnce tic Jupiter, les inégalités dans le mouvemenr de 
la Lune feroient prefque imperceptibles. La rroifieme raifon eft que 
la difhnce des Satellites au centre de Jupiter eft plus petite que celle 
de la Lune au centre de la Terre, au moins par rapport à- la grofleur 
de cette planete; puilque le quatrième Sarcllitc n’en eft éloigne que de 
25 demi -diamètres de Jupiter, pendant que la di/hnee de la Lune 
égale environ foi xante demi -diamètres de la Terre j & le premier Sa- 
tellite n’en étant éloigné que de jf demi -diamètres de Jupiter, le trou- 
ve 
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ve même à une dtftance moindre que celle de la Lune à la Terre. D’oû 
il s’enfuit que, félon le fpfteme commun d’actraétion, le mouvement 
des Satellites de Jupiter devroit être beaucoup moins irrégulier que 
le mouvement de la Lune, 

2. Aiant donc affez heureufemen? déterminé par la Théorie 
les inégalités du mouvement de la Lune, il fembie que la même Théo- 
rie nous devroit découvrir les inégalités dans le mouvement des Satel- 
lites de Jupiter. Pour cet effet, nous n’aurions qu’à fuppofer i*. la 
tnaffe de la Terre environ 200 fois plus grande qu'elle n’eft effeéti ve- 
ntent, 2°. fa diftance au Soleil égale à celle de Jupiter, & 3 0 . la dîf 
tance de la Lune à la Terre égale à celle de quelque Satellite au centre 
de Jupiter; alors le calcul tiré de la Théorie devroit donner toutes les 
inégalités du mouvement des Satellites. Or, en faîfànt cette applica- 
tion du calcul, on s’appercevra aifément que toutes les inégalités fe 
réduiroîem prefque à rien, de forte qu’il en faudroit conclure que le 
mouvement des Satellites, & fûrrouc du premier, feroit prcfque entiè- 
rement conforme aux loix découvertes par KipUr. Le mouvement 
des abfides , dont la détermination a été fi embaraffante pour la Lune, 
n’nuroit prefque plus de difficultés en farfànt l’application aux Satellites 
de Jupiter, & le calcul montrera prefque immobiles les lignes des ab- 
fides de chaque [Satellite, pendant que l’apogée 'de la Lune avance 
par an d’environ 40 ®. Il cft vrai que les Satellites de Jupiter, en- 
tant qu’ils s’attirent mutuellement, doivent eau fer quelque dérange- 
ment dans leur mouvement, dont les* lignes des abfides fè reffentent 
le plus fenliblement ; mais, puifque les maffes des Satellites font fort pe- 
tites par rapport à celle de Jupiter, de qu’ils ne s’approchent jamais 
tant entr’eux, que leur diftance devienne affez petite par rapport à 
celle de Jupiter meme, pour qu’il en réfulte un effet confidérable, 
il s’enfuir que l’aAion mutuelle ne fauroit être regardée comme une 
fource confidérable d’inégalité. 

3. Nonobftant toutes ces raifons, je crois qu’on fe trompe* 
roît beaucoup, fi l’on vouloir affurer que le mouvement des Satelli- 
tes 
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tes de Jupiter fût à peu près régulier, 6c que les anomalies qu'on y ob- 
ferve ne provinrent que de l’excentricité de leurs orbites & d’un petit 
mouvement de leurs ablïdes. Les obfervations femblent plutôt prou- 
ver. que le mouvement des Satellites, Ôc particulièrement du premier, 
qui, par les raifons alléguées, devroit êrre le plus régulier, eft afiujet- 
ii à quelques inégalités très considérables, qui fe découvrent furtout 
dans un mouvement extrêmement rapide de la ligne des abfides , qui 
furpafie même de beaucoup celui de l’apogée de la Lune. Cetre cir- 
con fiance, qui paroit d’abord contraire à l’hyporhefe de la gravitation 
univerfelle, en ell plutôt une conféquence aufiï nécefTaire que remar- 
quable, comme je le prouverai incontestablement par les recherches 
fuivantes. En effet, il doit paroirre fort étrange que ce mouvement 
rapide des abfides dans les orbites des Satellites de Jupiter fe trouve en 
contradiction avec la Théorie fur laquelle le mouvement de la Lune 
eft fondé, Ôc qu’il foït néanmoins une fuite nécefTaire de la gravita- 
tion univerfelle: mais une feule eonfidénition lèvera tous les doutes. 
En déterminant le mouvement de la Lune on fuppofe que les corps 
céteftcs s’attirent mutuellement en raifon réciproque du quarré de leurs 
diftanees, conformément à la loi générale fuivant laquelle toutes les par- 
ties de la matière agiffent les unes fur les autres. Mais cette même loi 
ne fauroit avoir lieu dans les corps finis, qu’entant qu’ils font fphéri- 
ques, ou qu’ils ont leurs momens d’inertie égaux entr’eux. Donc 
le corps de la Terre n’etant pas parfaitement fphérique, la loi fuppo- 
fée en fouffre bien quelque altération , mais qui n’eft d’aucune confe- 
quence dans le mouvement de la Lune. Or on fait que le corps de 
Jupiter différé très eonfidérablemcnt de la figure fphérique , Ôc je ferai 
voir que cette circonstance altéré la raifon réciproque doublée des 
diftanees, au point que le phénomène mentionné en doit être produit. 

4. Il faut donc bien remarquer que les corps céleftes ne s’at- 
tirent mutuellement en raifon réciproque quarrée des diftanees qu’en- 
tant que leurs corps peuvent être regardés comme fphériques, ou que 
leurs diftanees font plufieurs fois plus grandes que leurs diamètres. 
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C’eft la raifonpour laquelle, quoique la Terre nefoit pas fphérique, il 
n’en refaite aucune altération fanfible à-la diftance de la Lune , qui fur- 
paffe trente fois le diamètre de là Terre; or, fi la Lune n’en étoit éloi- 
gnée que de deux ou trois diamètres, l’altération dans la loi d’ac traction 
caufaroic un mouvement aficz fanfible dans la ligne des abfides, bien que 
la figure de la Terre diffère fort peu d’une fphere parfaite. Mais le 
cas de Jupiter avec fes Satellites eff bien diffèrent, le diamètre de fon 
équateur étant à l’axe de rotation comme ÿ à 8 , pendant que dans la 
l'erre ce rapport n’eff que de 201 à 200; d’où la loi d’atrra&ion de- 
Jupiter doit différer beaucoup plus confidérablement de la raifon réci- 
proque quarréc des diffances, & cela d’aurant plus que la diffance fera 
plus petite. Outre cela, les diffances des Sarellices au centre de Jupiter 
font à proportion beaucoup plus petites que celle de la Lune à la Ter- 
re, attendu que le premier Satellite n’eff éloigné du centre de Jupiter 
que de trois de fes diamètres, & le quatrième encore moins que de 
treize. Ces deux circon fiances jointes enfernble caufaront une a fiez 
grande altération dans la force atiraélive de Jupiter pour en produi- 
re une très confidérable dans le mouvement de la ligne des abfides, fur- 
tout pour le premier Satellite, dont le mouvement devroit être le plus 
régulier, fi le corps de Jupiter étoit fphérique. Voilà donc une 
nouvelle fource d’inégalités qu’on découvre dans le mouvement des 
corps céleffes , de qu’on ne fauroit expliquer per l’hypoihefe commu- 
ne, où l’on fuppofe les forces réciproquement proporrionelles aux 
quarrés des diffances; mais cette même circonffance fart à porter le 
principe de l'attraiiion univerfelle au plus haut degré de certitude. 

j. Pour metrre cela dans tout fon jour, il faut commencer par 
chercher la force dont un corps non fphérique agît fur un autre corps 
fitué à un endroit quelconque, en fuppofant que tous les élémens de 
matière s’arcirenr mutuellement en raifon réciproque quarree des diff 
tances. J’ai déjà donne autrefois la folution de ce problème, de ainfi 
je me contenterai d’en rapporter ici le réfultat. Soit donc 1 le centre 
r.ï.nU;e ÏX. d’inertie du corps dont nous cherchons la force atrraélive, & que les 
lignes A/i, B^, Ce foienc fes trois axes principaux , félon les princi- 
pes 
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pes de la connoifïânce mécanique des corps, que j’aî établis dans un 
Mémoire particulier. Que la lettre M exprime la mafTe entîere de ee 
corps, & que les momens d’inertie par rapport aux trois axes princi- 
paux refpeélivcmcnt foient Maa, M />/*, Mer. Soir maintenant une 
molécule de matière dans un lieu quelconque Z, où au lieu d’une mo- 
lécule il cft permis de fuppefer un corps fpbérique quelconque, donc 
le centre foit en Z ; 6c même une autre figure quelconque n’influer oit 
pas fènfiblement fur la force dont ce corps eft attiré vers le premier, 
de forte que dans la fuite ee corps nous puiffe reprefenter les Satellites 
de Jupiter, pendant que le premier eft pris pour le eorps de Jupiter. 
Pour tenir eompte du lieu de ce eorps, qu’on abaiflë de Z au plan for- 
mé par les deux axes principaux A/z, B^ la perpendiculaire Z Y, 6c 
de Y à l’axe An prolongé à angles droits la droite Y X. Qu’on nom- 
me alors ces trois coordonnées TX “ r, XY “ ôt YZ ~ s, 
Ôc outre eela la diftance IZ ” f, de force que v ~ V (xx -J— 
y y H - so). Cela po£e, la force dont le corps en I agit fur le corps 
en Z, fc réduit à trois forees appliquées au point Z félon les directions 
Zut, Z£, Z y parallèles aux trois axes principaux A 0 , B£, Ce, 6c 
pofàiu N la mafTe du corps en Z, ces trois forces ont été trouvées 
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6 . Dans ces formules, qu’une approximation a fournies, on 
fuppoiè que la diftance v eft confidérablement plus grande que les 
quantités a, b t c, de forte que les termes négligés, qui font divifés 
par de plus hautes puiflances de r , ne (oient d’aucune conféquence, 
d’où il femble que ces formules pourraient être défeétueufes quand 
il s’agit des Satellires de Jupiter & furtout du premier où la diftance 
v n’excede les quantités fl, b 7 c qu’environ 3J fois. Mais il faut 
auifi remarquer que ces mêmes formules feraient tout à fait exa&es, fi 
les trois momens d'inertie Maa, M bb 7 Mcc 7 étoient égaux entr’eux, 
d’où l’on comprend que plus ces momens approchent de l’égalitc, 
moins ils s’écarteronr de Ja vérité, quand même la diftance v ne ferait 
pas allez confidérable. Donc, puifque dans le corps de Jupiter les 
quantités a, l 7 c, ne s’écartent pas beaucoup de la raifon d’égalité, 
l’erreur de nos formules deviendra tout à fait infenftble, de forte que 
quand même la diftance v excéderait moins de 3 fois les quantités fl, 
b } c y il n’y aurait rien à craindre pour la juftcfïc du calcul. 

7, Si tous les trois momens principaux d’inertie du corps de 
Jupiter étoient inégaux entr’eux, il faudrait pour chaque inftant con- 
noitre la fnuation des trois axes pricipaux pour y rapporter le lieu du 
Satellite Z, & partant le mouvement de ro ration de Jupiter entreroir 
dans le calcul. Mais, puifque l’inégalité de ces momens eft caufée par 
le mouvemenr de rotation, fi nous fuppofons que Jupiter tourne au- 
tour de l’axe CIr, les deux autres axes A a & fc trouveront dans 
le plan de fon équateur où la force centrifuge étant partout la mê- 
me , il faut conclure que les momens d’inertie par rapport à ccs deux 
axes A a &, font égaux entr’eux, ôc la même égalité de momens 
aura auffi lieu pour tous les axes pris dans le plan de l’équateur. Il 
n’y aura donc plus de diftinélion entre les axes tirés dans le plan de 
l'équateur; & pananr, pourvu que l’axe de roration Ce conferve tou- 
jours la même dire&ion, comme on peut le fuppofer, le plan de l’équa- 
teur déterminé par les axes Aa, B b fera fixe, & les lignes Aa & 
pourront être regardées comme fixes & indépendantes du mouvement 

de 


de rotation j ce qui nous procure la commodité de rapporter le lieu 
des Satellites de Jupirer au plan de Ton équateur, en y prenant à volon- 
té une ligne IA pour fixe, fans aucun égard au mouvement de ro- 
tation. 

8- Aj-ant donc pour le corps de Jupirer na ~ bh , les trois 
forces dont le Satellite en Z eft follicité feront exprimées ainfi ; 
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Or, puifque .r* -f- y y — vv — as, ces formules fe rdduifent 
aux Suivantes : 

force félon Zn = “"£(,+ l££=^(, — Î“Y\ 

\ 2 rr \ vv J J 

force félon Zg = f , + , _ »ÎÏY\ 

r 3 \ \ y p 

force félon Zy = i£îZ.îiY 3 _ î^)) 

d’où l’on voit que, fi le corps de Jupiter étoit iphérique, ou cc “ nn^ 
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ces trois forces fe rcuniroient dans une feule fuivant la dîre&ion 21 

MN 

qui feroit ” 7 ou réciproquement proporrionclle au quarré de 

la diftancc, comme on le fnppofc ordinairement. Mais il cfl: auftt clair 
qu’entant que le corps de Jupiter n’eO: pas fphérique, la force dont 
il agit fur les Satellites s’écarte un peu de la raifon réciproque du quar- 
ré des difhnces, 6c. cela d'autant plus que le Satellite en efl moins éloi- 
gné. Or, pour de grandes diftances, cette aberration s’évanouit en- 
tièrement. 


5. Puifque cette aberration dépend de l’inégalité des quanti- 
tés an & cc 7 voyons à combien elle peut monrer cftéébvcmenr. 
Confidérons donc le corps de Jupiter comme un fpheroïde applati, & 
foie/ la moitié de fon axe IC, & h le demi -diamètre de (bn équa- 
teur IA :zz IB. Cela pofé, Newton a conclu par la rapidité du mou- 
vement de rotation que / : h ~ 8 : 9, ou bien f “ en 
fuppofanr le corps de Jupiter com pofé d’une matière homogène. De 
là, fi nous cherchons les momens d’inertie, nous trouvons 

cc ZZ yhh & an zz bit zz y (Jf —J— /j/j) 
donc ce — aa zz | (Jih — ff) 

& partant cc an ZZ ou cc an zz -f%hn 

à peu près. Or, puifque h cil le demi - diamètre de l’équateur de Ju- 
piter, il efi: en même rems la mefure des dillnnees moyennes des Satel- 
lites, & les Agronomes ont déterminé ces difhnces de cette forte. 

Diftancçs moyennes au cerure de Jupiter; 
du premier Satellite zz %\h 

du fécond Satellite “ 9 h 

du troifieme Satellite ZZ i 4- h 
du quatrième Satellite zz 2 s£ h. 


10. Je 


io. Je n’ai pas ici defTein de dérerminer exactement le 
mouvement des Satellires de Jupiter , mais je me propofe unique- 
ment d’en rechercher les inégalités qui doivent réfulter de la figure 
non fphérique du corps de Jupiter. Dans cette vue je ne tiendrai 
compte, ni de la force du Soleil, ni de celle dont les Satellites agif- 
fent mutuellement les uns fur les mures : & panam je ne confidérerai 
que les trois forces félon Za, Z£ & Z 7, dont chaque Satellite eft 
follicitc par l’atrtaéiion de Jupiter. Suppofons donc un Satellite quel- 
conque en Z, dont le lieu eft dérerminé par les trois coordonnées IX 
— XY — y & XZ — c. 


Prenant l’élément du tems d£ confiant, le mouvement du Sa- 
tellite fera déterminé par les rrois équations fuivanres 
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où il fanr remarquer aue g eft une relie confiante que, fi nousfiip* 
pofons la mafie du Soleil “ L, la diflanee moyenne de la Terre aa 
Soleil — e, & l’angle que la Terre décrit autour du Soleil pen- 
dant le tems df par fon mouvement moyen ~ d<f, on aura 2^dï' 

- îl d ü 

— L ' 


ïi. Donc, fi au lieu de l’élément du tems dï, nous introdui- 
fons dans le calcul le mouvement moyen du Soleil d^ qui répond à 
ce tems, & que nous pofïuns le rapporr de la mafle de Jupiter M à 
celle du Soleil L comme 1 à w, nous aurons M ~ «L & sM^di* 
— ne 3 àg ià , nos équations differentio* différentielles pour le mouve- 
ment du Satellite feront: 
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Ou bien on pourra auflî réduire ces déterminations au mouvement 
moyen du même Satellite, en pofnnt » ” î , & prenant e égale 4 
la diftancc moyenne du Satellite au centre de Jupiter: alors £ marque- 
ra l’angle décrit par le mouvement moyen , pendant un tems propo- 
se; & il faut fê fouvenir que le tems périodique de chaque Satellite 
qui répond à £ “ 3^°° cft 

= i', i8\ 27', 34" 
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pour le I. Satellite 
pour le II. Sarellite 
pour le III. Satellite 
pour le IV. Satellite 
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12 . Le cas le plus aifé à refoudre efl: fans doute lorfque le Sa* 
tellitc fe meut dans le plan de l’équateur de Jupiter, ou qu*il fe trouve 
en Y. Alors, puifque z ~ o, nous aurons ces deux équations: 
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ûù ïï “ xx y y- Ue là nous tirons premièrement 

jydd^ 1 — jrddy “ o & partant -f- xdy “ — Cdtf. 

Enfuîte, à caufe de xdx -H ydy — vdv , 

, , , . , j j — 2ne 3 dvd? 
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dont 
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dont l'intégration fournit 

djr 3 -+- djy 3 rz %ne % dçf* -J — ~ -f- ^ CC a< ^ 


2 V 3 
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Soit l’angle XI Y ~ p pour avoir x zr: v coftp & y zz v lin# 
Repartant djr“dt/cof(p — vdpCP & dyzizdv f (p -J- vdficof (p; 
cette fubftitution nous conduit à ces deux équations 

~-vvdp^ — Cd£ & de 2 -f yyd(p I ~2«(? 3 d^ :! ^D 4- -J- • 

Pofons C ” V , 2«^ 3 E pour avoir df “ ■ > --- ^ ) & de là 

c s Yz/îe^E 1 
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13. Introduirons l’anomalie vraie, qui (bit “ r, & po* 

fons v “ — 7 — - 7-, où par la nature de l’anomalie l’élément dv 

1 -|- q cofj 1 

doit s’évanouir en pofànt tant s — o que s — i<3o°. Cette dou- 
ble condition donne 

D 4- L±_f E (‘ + ?)* | . (cg-tffl)Çi-l-y) a & 
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ôc en prenant tant la différence que la Comme 

zq 4E7 , (rc — an) (bq -}- zq*) 

T JF . Tp * 
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Au lieu de chercher de là les quantités p & f , déterminons en plutôt 
les confiantes D &E, que nous trouverons 

(cc — (la) (3 -f qq) 


E = ip + 
D = ~' + ^ 
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Par ces fut fiî tut ions notre équation prendra cette forme 
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14, De là il efl clair que les quantités p ôc q font confiantes, 

dont celle-là marque le demi -paramétré de l’orbite & celle-ci l’ex- 

. . , „ d& qds fin r 

centricité. Donc, puuque — ~ - — , 


vv 


nous aurons 


1 /'d© (ce— a a) (3 -J- zq cofr— qq)\ 

As — $--irV{ ou bien 

yzEp \ 2 pp y 
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Or nous avons vu que cc — aa —-^ r /ih, prenant h pour le demi-dia- 
metre de l’équateur de Jupiter, & partant nous aurons aflez exacte- 
ment 

(cc — /?«) (3 + ÿ coCs) y 
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= df (1 ■+■ 
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d’où nous tirons par l’intégration 
a = Conft. + f i + 

Suppofons que le Satellite ait pafle par l’endroit où il eft le plus pro- 
che de Jupiter; il s'en éloignera le plus qu’il eft poifible après avoir 

i H“ "zpp y tSo 0 ) & il ne re- 

tournera à l’endroit le plus proche qu’après avoir parcouru l’angle ™ 



i y. Ici il faut confidérer que p — s exprime la longitude 
de la ligne des abfides, de forte que nous ayons en regardant feule- 
ment le mouvement moyen 


0 — s — Conft. -{— 


3 (gg ~ tfrf) . 
3 PP 


> 


OU 


p s ^ Conft. — 1 — 


3 (cc — a a) 

*PP + 3 (ce — an) 


P. 


Donc, pendant une révolution enriere du Satellite, où p ~ 360°, 
les abfides avanceront par un angle 


qui eft 


3 (cc — na) 
ïpp ~ T 3 ( cc — a*) 




ôtrpofant maintenant cc — aa . — h h , cet avancement pério- 

h h 

dique fera ^ + • 3^0°, ol ' 1 exprime à peu près la dit 

tance mo^fcnne du Satellite au centre de Jupiter. 


1 6. Appliquons cette formule à chaque Satellite féparcment, 
& pour le premier Satellite ayant p ” s§-/i & partant Spp — 

Ss z 257 
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2J7 khy fès abfides avanceront pendant chaque révolution ou dans 
Telpacede P. iS 6 , 27', 34", par l’angle 

■*ttt . 3«o° zr 1°. 23', 48" 
d’où l’on conclut le mouvement pour un an entier de'288°* 

Pour le fécond Satellite ayant p rr 9 h & 8/?/? ” 648 A> 5 , 
lès abfides avanceront pendant chaque révolution , ou dans l’efpacc de 
3 ; . 1 3*, 13', 42", par l’angle 

t U • 360 0 — 33 # , 17" 

& panant pendant un an entier par 57 0 , 3'. 

Pour le troifieme Satellite nous avons p zz 14$^, donc %pp 
ZZ 1643 j & panant fes abfides avanceront pendant chaque révolu- 
tion, qui eft de 7', 3", 42', 36", par l’angle 

tvVt • 3 6o ° ~ 8" 

& partant pendant un an cnricr par n°, 10'. 

Pour le quarrieme Satellire ayant p zZ 25|Æ, & $pp ZZ 
5100, fès abfides avanceront pendant chaque révolution, qui eft de 
16', 16'*, 32 J , s", parl’angle 

ttVt • 36 °° 4^» *4" 

donc pendant un an entier par J 32', 40". 

17. Quoique nous n’ayons pas aflez de certitude fur le degré 
d’applatiflemenr du corps de Jupiter, & qu’une petite erreur puiffe très 
confidérablement altérer ces détermmarions, il eft toujours certain 
que le mouvement des abfides, qui eft produit par cetre caufe, doit 
être très rapide, furtout pour le premier Satellite, dont^es abfides 
avancent chaque année par 288 Cette rapidité devroir produire un 
effet bien étrange, fi l’orbite de ce Satellite n’étoit pas à peu près cir- 
culaire, car, dans le cas où l’orbite eft circulaire, ou yz 0, le mou- 
vement ne laifle pas d’être uniforme, tout comme dans l’hypothefe 

ordi- 
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ordinaire , ôe Tapplatiflèmênt du corps de Jupiter n’y produira aucun 
dérangement. Mais dès que l’orbite d’un Satellite a une excentricité 
aflèz confidérable, ce mouvement des abfides doit caufer de grandes 
irrégularités dans le mouvement du Satellite, & on n’en fauroit calcu- 
ler les apparitions, à moins qu’on n’ait une exacte connorflànce de cet 
élément. Il eft aufli bien remarquable que ce mouvement des abfi- 
des diminue fi fubirement pour de plus grandes diftances, de forte que 
S’il y avoit un Satellite éloigné du centre de Jupiter de 60 demi - diamè- 
tres, le mouvement des abfides feroit prefque imperceptible, au lieu 
que les aurres caufes qui font avancer les abfides produifent un effet 
tout à fait contraire. 


i 8- Mais voyons aufli comment k vrai lieu du Satellite peut 
être déterminé; pour cet effet on n’a qu’à chercher l’anomalie vraie 
/ pour un tems propofe quelconque, & indiqué par l’angle g* qui lui 
eft proportionnel. Or ayant trouvé 

dçV2»f 3 E d£'iiÿcofs) 2 V>je 3 (ppî %(cc— tta )(S^99)) 


d$“ 


vv 


ppyp 


. rr _ d tV(pp + t(cc - an) (3 -f qj )) 
u 1 ^ ' V(pp — i (cc — iia) (3 + a^cofj— qq)) 

le rapport entre £ & s fera exprimé par cette équation 

df? _ PJPj^P 

Viif 3 (i -\-qcoùyY{fp — hi cc ~ a,] ) (3 + 2ÿcofx— qq)} 

laquelle, à caufè de cc — a a très petit par rapport à pp^ fè réduit à 

, » y_Pj_ df /* , (rr 1 — na) (jj -f 2 ÿ cofj — ÿÿK 

= * y ae 3 '(i-f/fcofr) 3 V 4 pp y 

pour l’équation de laquelle on a 

dj - 1 A„co d±-^ T 4- * fmS 


f 


(ifÿcofr ) 3 ^ ^ i + <?coù O + ffKitfcoCO 


& 


Ss 3 fàî 


3*6 


r As cpf s ^ 
J i r\n — 


fm s 


q a /f + cor# 

— w . .-r L — - An col- — 

(i + ÿcof#)* (ï-ÿ^)(i + fcoff) i+fcof# 

d’où l’on trouve 

A -y + cof# ÿfiru ■ 

VC ° i-f-ÿcof# (1— 


#<T J 


^ -r-Conft.+ 


, 3( cc " flg A^cof ? " t ' COrj ’ 

+ 4;;i/(‘-ff) i+^cof# A^(i+yc.#)* 

Enfuite pofant la longitude de l’abfide pour le te ms propofé “ y, on 

aura la longitude du Satellite 

„ , ( cc “ *<*) <1 finf 

ffl 15 H— f —J— - 

r 2 pp 

19. Puifque l'excentricité q eft très petire, le calcul fe fait 
plus commodément par approximation. Ayant donc 

7-7-—-FTÏ- — — “ — 3 ( 1 ~ «fcofxf è^cofa-r— ^ 3 cof3 /Y 

C‘ + 7 co is) J 

Si nous pofons — — — * ~ f , de forte que r fignîfie le demi - axe de 

l — qq 

, cc — aa 

l'orbite, & pour abréger — T — — — nous aurons 


4PF 


!j—ï • dx \ 
b yne 3 ' 


1 — zqcoÇs + ^qqcoCzs — q 9 çof$s 

\\m (3-q q)~ 2 »> q{yq q) c.s -f j mqqc.ZS~-3mqH.3s 
— • 2 fvqqj- zmqcoCs — zmqqz. 2 s 4- %tt:q*c.$ s 
*f \mq 3 cofr 


ou bien 


u « J 

:rrdj(it3«(i*^) — -fcof# + i-^^cofj #— ^5 C0 f 3 A 
— 4»w^{i|-^)c.r+ %ntqqc.2f—it;i<7 3 c.v/ 


■ïwq* c.3f> 
donc 
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donc prenant les intégrales 

yj g 3 

gy — zz s (t -j- 3 »;(ï— ff))— 2# fins + %qq fiftîf — 1 §ÿ 3 fin 

> /— qmqÇs + | mqqîz s — 

ou bien à peu près 

P .zr * 3 2 ( 1 + 2 »;) r (3 + î «0 

— ^ V-=- =-f — j— ? Gnt + “77~i ~f? fin2J- 

i + 3 *» 1,3 i + 3 «, 4 ( 1 + 3 w ) 


(2 + 3»0 


y 3 fin 3 f 


6 (1 + jmJ 

ou — y ~y peut être regardée comme l’anomalie moyenne, 


2(1 + 2tn) 
7 _ J- 


1 + 3 m r 

qui croît uniformément avec le tems; fi nous lapofons “ r nous 
aurons : 

r , (3 + S*”) r (- + 3«0 , /- 

q fin S + —T—. iqqïzs — 77— ; r f 3 fin 3 J 

i+3 w 40+ 3 w) fifi + î '®) 7 

d’où l’on connoir l’anomalie vraie s } qui convient à la moyenne r, l’é- 
quation du centre étant 

2 ( 1 + 2 ?/;) _ (3 + î ra ) r , ( 2 + 3«0 , 

1 q fin i — — : -qqÇmz r+ 27 — r~~~ ( fi in 3 S 

i + 3 " J 4(i + 3 *») 6(1 + 37 ») 7 

& r — r — {— Equation du centre. 

En fuite on aura 

(P ” 7 ) -+- t -+* Equation du centre -+- 2 m q fin s 
où n •+• t marque la longitude moyenne 8c <£) la vraie. Enfin la 

di (tance du Satellite au centre de Jupiter eft v — — ~ — r- , 

I + q col S 


20. Jufqu’ici j’ai fuppofé que le Satellite fe meuve exacte- 
ment dans le plan de l’équateur de Jupiter j je m’en vai donc auflî dé- 
terminer les dérangemens qui proviennent de la figure applatie du 

corps 


& 3*8 # 


corps de Jupiter , îorfquc l’orbite du Satellite eft inclinée au plan de . 
l’équateur de Jupiter, ou lorfque la coordonnée » n’eft pas évanouif- 
fante. Pour ce cas nous n’avons qu’à confidcrer les trois équations 
diftérentio - différentielles rapportées au §. 1 1. d'où nous tirons d abord 
eq les combinant ces équations : 

L yààx — jrddy “ o; 


, , “ an) f 3 dcf* 

II. add^ yààz — — — . yz; 


, , 1x22 (cc " an) * 3 dd* 

xââz — = — — — . xz y 


d*dd.r -{- 2 djd dy -p 2 d»dds“-— 2 »* 3 d£ a ^^ -j- - 


III. sddx 

5 t encore celle -ci: 
2 


, , . . /-2ads 

qui donne par l'intégration: 

. , a» , t cc — an 

dx s -t-dy s + da 3 — ztit 3 àÇ 


y»»dt?\\ 

))' 


$(cc—aa)zz 
2 v 5 



2 1. Pour ramener ces quanrirés aux clémens dont on fe fert 
FfCi.i. en Aftronomie, fuit Z s 1 ’cfpacc que le Satellite parcourt dans le 
tetns d?, auquel répond l’angle dç’, de on aura Zz 2 — da z -j— 
djr* d» 2 - Or ayant 1 » “ v -J- dr, fi nous pofons l’angle 

élémentaire XI» — c®, nous aurons aufïï Zs 3 zz àv 2 -f vvdp 2 , 
d’où notre derniere équation prendra -cette forme: 







3(tc — n g) 
2 V S 



Que le plan ZI », dans lequel le Satellite fe meut aéluellemenr , coupe 
le plan de l’équateur dejupirer par la droite IN qui fera la l^gne des 
nœuds, dont la longitude foit ou l’angle XIN ~ i|/, l’inclinaifon 

= «i 


<8 3^9 © 


— c*», 6c l’angle NIZ ~ «, qui fera l’argumeat de latitude. 
Qu’on cire de Z & Y à la ligne 1 N les perpendiculaires ZN & YN, 
& l’angle ZN Y fera égal à l’indinaifon w. Donc, ayant tiré du trian- 
gle ZIN les lignes IN ~ vcof«, 6e, ZN “ «fin», nous au- 
rons YN ” v fin u cof «> 6c Z Y ” v fin u fin w “ 5 . Enfui- 
re l’angle XI N “ 4 > — XYN fournit 

IX ~ Je ~ v cof« cof^ — y fin « cofw fin 4 > & 

XY ” y ~ v cof« fin \|/ — v fin u cofco coftp- 


22. Puifque la différentiation tranfporte le point Z en s, il 
efl clair qu’on doit trouver les memes valeurs des différentiels d*, dj 
6c d a, foit qu'on regarde la ligne des noeuds IN avec l’inclinaifon 
corflfce confiantes, foit qu’on tienne compte de leur variabilité. Or, en 
confiaérant les angles 4 * & w comme conftnns, l’angle NIZ “ u 
croit de l’angle ZI* “ d tp , de forte que dans ce cas il faut mettre 
d u ~ d®, 6c partant nous aurons: 

z d v 

d* ” dy fin « fin ta) -f «d^cof«finw ” — — (- vàÿcoCuCui 


d x zr 


jrd f 

v 


vdÿ (fin « cof 4* — cofw cof w fin '4») 



v d p (fin « fin 4* — cof « cof co cof 4 1 ). 


De là nous tirons 

y fi-r — .v r\y — — y rd£> cofco ou xà y — y d X ~ v v d $ cofco- 
zdy — yd* “ — t'vâÿ fin ta) f^ ou ydz — zây “ wdfy fin co fin 4# 
gilr-xdx — — v v d $ Co j cof^ ou xd z— sdx — yyd^fco cofif'- 

a 3. Si nous fubfli tuons ces valeurs dans nos équations précé- 
dentes, nous.trouveronsr 
I. d . (v v d cof w) “ o 


M*»h ie Y Mai. Tau;. XIX. 


Tf 


II. 


& 33° © 

n. d.(iTd $ fum fin i[i) ~ ~ ^ *— ~ ' sP fin » fa> (cof« f+ + 

fin tt cof w cof 4 1 ) 

III. d.(yt-d^)fina)cof^)~ - i2(cc—an)e d^ _ ^ n ^f 6 o(coftfc. 4 ?~ 

t /3 

fin k cof a) fin 4*) 

dont les deux dernîeres donnent par leur combinaifon . 

d.(i»pdÇfmw) “ — — finacofiffw 

& rrd{f) dij> fin to “ 3 n ( cc — *j . {f _ ç mu * f m M co f w . 

Or celle - là étant combinée avec la première donne 

_ — a» (ef — ■ «fl )* 3 dt * 3 _ _ _ 

d.(yed(p)) “ s — fin « cof« fin w 2 


— 3 n (cc — «fl)? 3 d^ : 


fin v cof» fin w cof ta 


& rtd^jdw ~ 
de forte que 

-, — 3» (cc — flfl) e 9 d<^* fin « 3 cof co 

^ f 5 d(J) 

. 1 — %n(cc — a zi) f 3 d<f a fin « cof u fin w cofw 

& dw — — 

» 3 d<p 

Mais l’équation déjà une fois intégrée fournit 
dt' 3 -ffPd^) 2 “2»f 3 d^ 2 ^C -f ~ + ~~T~ C 1 ™ 3 ^ w3 )^* 


24. Or, fi nous tenons compre de la variabilité des angles v|> 6c 
Ôc w, où d» n’eft plus égal à d<p, il faut que les mêmes valeurs pour 
dar, d y ôc do en réfùltent. Trouvant donc 

d» zz âvft/fu) + rd»cof«f« -f vâwfucoCca 

puif- 
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« 85 » 


puifquc dz z^duCuCu -f tfdfp cof k f «, nous eu concluons 

, * , . d w fin u co f w 

d(p “ d« - 4 - 7— . 

cof k fin u 

En comparant de la meme maniéré les différentiels d x & dy avec les va- 
leurs précédentes, nous obtiendrons 

(d<P — du) (Ca eof'|» -f cofVcofwAJO — d ^(coTfff-^ -f fffcofwc. 4 1 ) 

•f dw fin a fin w fin 4* “ o 

(dp — d») (finwf 4 > — cofr/coftoc .40 — d 4 >(cofffc.tp — Ca cofu fi^) 

— da fini/ fin w cofi[i — o. 

(] co Çn cofw 

Donc, puifque dp — du — " ço pÿ > I*une 3 c l’autre donne 

dJj — — ^ 1 donc d© “ du -f- dil cofw 

Y cofftfw’ T 

& c’eft le même rapport qui a été trouvé dans l’article precedent. 

2 y. Confiderons l'équation d. (vvd$) “ - - - qui étant 
multipliée par zvvd<p & intégrée donne : 

v 4 dP 2 — 2 — 3(rr— /7rt)y~ fin u col a fin oj 1 ) 

ou pofanr pour abréger /' — fin u cof» fin co s ” P, & cc — a* 

— tnkhy où la valeur de m eft environ prenant^ pour le demi- 
diamètre de l’équateur de Jupfier , nous aurons 

y'Mp 2 ~ 2»r 3 d£*(D $mhhV) 

ôt partant Téquaiion intégrale : 

r (D~zmkhV) pï^^(ï-3f» a fw a )^ 

d»>=2»«»d^c+ 7 — + — ; 


Tt î 


Pofons 
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Fofons maintenant v ” — de forte que ; foit l’afioma* 

I + Cj cof s" ’ 

He vraie, & cette circonstance nous fournît ces deux équations 
^ , 1 + q (D— 3 mhhV){\\(fJ t mhh( î—sïVCui 1 )^-^^ 

^ T " — r — 1 - — O 

P FF 2 P 3 

r , 1— f (D— 3 jwAAPX* - ?)* , *»AA(i — 3 fa s fw*)(i— f)*_ 

^ T — ~ ~ I T~3 — 0 

P FF 2 P 3 

d’où nous tirons: 

iq 4 q(D — 3wr/t/iP) nihh(\ — 3 f« 2 fw 2 ) q (3 -f qq) _ 

P PP P 3 

JB Tï , , n - . w^/(i- 3 f»*fw a )(3 + 7 ?) 

& partant D — 3 »/AAp — -J/H ■■ ■ 

4P 

Enfuîte, puifque 

r* , 1 (D— 3 vthkV)(i\ qq) % » / //(i -3 fw * fw 2 )(li 3 

1 r H 7 — — o 

p pp 2 p % 

nous aurons 

— (1 — g g) vihh{\ — qq ) 2 (1 — 3 fin » s fin ce 2 ) 


C = 


zp 


4 P' 


2 6, Ces valeurs étant fu Minutes produifènt 

j ^ ,,î, mAA (1— 3 f« J fü> 2 ) 

dr 2 — —-^3 (3^fj 




4/' 


ou bien 


2 ÿ 3 fj 2 cofir — g* f- 5-2 )) 
i . neigqdP* fs 3 f mhh (\ — 3 f« a fco a ), , -y 

dp . = _ILJ. (■ K -f p 

& par ce que j’ai montré ci-deffus : 

d( p s __ ” f3 dg >3 Q + wAA(t - 3 fy 2 fco 2 ) (3 + gq) ^ 


donc : 


donc: 


ou 


à v ~îLÇSfytit*(p- mhh ( ï ~ 

p V 2 P J 

dv _ yd$ifr g pp — t jiâ/i(i~ - 3 ftf s f a 3 ) (3 -f iqcoù—qq') 

vv ^ ipp -f mkk{vfk$ fu* fw 2 ) (3 -f- qq) 

d^y„ t 3 — 

S V (2^/f + (1—3 f« 2 f W 3 ) (3 -f qq))’ 


27. La différentiation des quantités confiantes D & C donne : 

— 3ro^^d(&f«cof« fw a /• */• ,\ j 3 

’^Zldp+^mhhÇi— 3fa a fw 2 )</. L-LLi _ 

3#w A Ad® fr/ cof fcd* „ 

^ (3 + f!) 

ou bien 

3 vihhdQCu cofwfw 3 . H^IÀJLÏ — &p -4- \mhh (1 — 


& cnfuire eelie deC: 


3 fin h* fin w a ) à. ■— ^L-îî 

P 


— d . — — {- \mhh(i — 3 fa s fw 3 )d. 

F P 

$mhh ( 1 — qq ) 2 d <p f « cof afco 1 = 


d’où l’on pourroir déterminer tant dp que dq par l’élément dtp. Mais, 
puifque les quantités p & q font fort peu variables, devenant même 
confiantes fi co “ o, on aura affez exaflemem: 

pdp ZT 5fflAAd<p(i — 2 q cofr — f— qq) fin u cof« finw* 


r 


6 c pofant le demi-axe 



d r tfuh/i d (h fin w coO* fin «* . . 

— — r ou biea 

rr prr 

pâr ” 3 ktâ/ï d<£) fin tf cof t/fin w 3 . 

Or rr dr(i — f — d/>, d’où nous trouverons 

“ %mhkà<b (cofir — ÿ) lin u col « fin w*. 


„ „ . r r -f q cofr 

ag. Enfuite, puuque — rr , nous aurons 

' 1 v p 


partant 


dw d^(i + y cof 0 df cof-r ^ f djfr 

vw' pp p p ’ 

di/ /pcWfinf , jwAAd(J)(r + q f « cof u fto 3 fr s 

— — — j— — ; • 

P P 3 


v v, 


dr 


Or la valeur de — trouvée «-deflus fe réduit à cette forme 

vv 

dr qàÿhns S _ *nhh (3 -|- ^cofr) (r — 3 ft/ 3 fcd î )'v 

vv p \ -pp J 

ce qui donne 

dj _ rnAAQ -f ycofr) (r — glrn »»!»*) 


^ P F 

3Kt/jA(i -f qq) fin U cof 7/ f w 3 f j- 

FM 


àp. 


Enfin, en négligeant les petits termes, & en fubftituant pour 7.v 3 d£ 3 
là valeur, nous aurons 

, — %mhh (l + q coff) , . 

dit — -dfifiatf 8 cofw & 

' PP ■ y 


du = +? ç °fQ d • fBcof , fMcor(t 

rag u PP 

& d u HZ d{£ —j— d^cofw 

de forte que les différentiels de tous nos élémens font déterminés 
par d<p. 


On peut parvenir à d’autres fol ut ions dont la plus finv 
pie paroic être celle qu’on tire de l’équation 

d.(rrd(f>cofw) ~ o, qui donne t> 4 d(f> 3 cofw 2 ~ 2He 3 Ed£ 2 

« i • 2»e 3 Ed<f 2 _ , 

& parrant vv dp 1 rr - J - - , fans qu on ait befoirr d une 

quantité intégrale. Or cette formule ne fàuroit avoir lien quand 
l’indinaifon c*> approche fort d’un angle droit. De là nous aurons : 


d»*=a«.»d£*(c + -i- 


mhh (i — 3 r« a -rto* 


vv c. W 2 


2V { 


) 


fit pofàrn comme et- défias v HZ — : — T 

r i -f- q cof s 

E _ i «AA(i — 3 fa*-fw 9 ) (3 + ÿÿ) 

«f^ “ Tp 

ç. '- {'■—g 4) . mkh(i — (i — 3 fV fa*) 

2/7 4P 3 


d’où Ton déduit enfuire ebrrrme ci- deffus: 

dv ÿd (ffir y app — mhh (3 -f a^cofr — 9 Ta 3 fw 3 

pÿ p 2 pp 4- mhh (9 + qq) (1 — 3 fin a 3 fin w 2 ) 


fie 

vvd Q'Vsp 

dg*y»f V(app + «AA (3 + ff) (i_— jfn* f»*)) 
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d+ = “ i9 fin coCu 

T PP 


dw 


ci 4/ fin w 
' tag u ’ 


& d« “ d(p -J— dt^cofw. 


30. De là on peut d’abord dérerminer les quantités p &cq, S ç 
puifque leur variabilité eft rrès petite, nous les pourrons regarder 
comme confiantes dans les petits termes affeilés par mhh. Done, fi 

mhh (1— 3 f» 2 fw 2 ) 

nous pofons pour abréger — U, nous aurons: 

p cofw 2 -f P (3 + 77) D cofw* ~ f cqfe 3 & 

I — qq ( l — qq) z U I — kk 

~~p p ~ 


r — ; 


f 


où f, h 6 c s font prefque les valeurs moyennes de />, q, & w, & 
puifque U eft une quantité rrès petire, il fera permis d’y mettre au 
lieu de p , q 6 c w, leurs valeurs moyennes, 6 c en paiïant aux différen- 
tiels nous aurons : 

^ ^ — 3T/jhhà<p fin u co f k fin w 2 

’ — <$mkh (1 -f q coff) d<£> CucoCu fw cofw 


& partant 
d/? cofw 2 + 


PP 


6 mhh (1 4 - q cofr) d^j f» cof» f co 2 cof w 8 

T" 

3 w/i/i f3 -f d(p f« cof« fw 8 cofw 8 


, ^ 3 (r — ïq cofr + dp Cu coCu fw 2 

ou dp “ - ~p~ U ~ L 


& 
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^ 3 m/j A (f — y y) 1 d $> f *r coff/ fai 1 _ (r — **)d/> 

q q ~ PP f 

donc, à caulè de - - Ml±£f2£0 _ li52£' . îllÜ 
y y «« 1 - 


/’/> 


0r s»_îi®£v ^ ii ^ iû = üèü (I _u( 3 < , «.,» 

yy p I f U (3 -f ff) p K K} 1 " 


d’où l’on rire 


2i®Ü((_U( 3 t?co f/))— 4. 3»^(»t^)dg>f«c.tffw*f J « 

y y «J 


P 

ou bien 

df = d®-Ud®(3 +»cof/)- 3 ”^Ot?y)«l^f«cof«fM , f« 

• j /r sc , , Ke i /àP 2 fin f 1 

comme ci - demis , otenfin: vvàp 2 ~ — - — ■= — ou 

^ vv cofcHp 

, , r vvàp co fw 

d ^«V=-fi 7 — 

3 r. Comme je me borne ici à déterminer le mouvement de la 
ligne des abfidcs , dont la longitude dans l'orbite eft “ p “ s y je 
pourrai confidérer dans les perirs Termes les quantités p, q & w com- 
me confiantes, & da — d@. Donc, puifque U " 

ipp 

•f 4 cof 2 u fw* ) , nous aurons pour le mouvement moyen; 


T 

d s — ûp — - 


m 


hhàp 


2 PP 


(1 •— 4 fin w z ) 


donc 


_ 3 mkh 

P - s ~ Z (i — î fin u s ) p 

2 PP 


d’où nous voyons que, pendant chaque ré\ olurion du Satellite, la ligne 

, ,,, , îmhii vi h h 

des abfïdes avance par un angle — (r — \ fw 4 ) $6o° ~ 

2 PP PP 

Vv Ci — 
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(1 — 4 fin w *) Î40°. Ce mouvement eft donc plus lent, fi l’orbi- 
te du Satellite eft inclinée à l’équateur de Jupiter , que fi elle eft fituée 
dans le même plan: & fi l’inclin aifon w étoir ” $4°, 44', la ligne 
des abfides perdroit tout fbn mouvement, qui iroit même en arriéré 
fi w > 54°>44 / - 

Donc, fi l’orbite d’un Satellite eft inclinée au plan de l’équateur 
de Jupiter d’un angle ” t , le mouvement de fa ligne des abfides, 
déterminé ci - deffus, doit être diminué dans la raifon de 1 à 1 — | fin i’. 


32. Au refte il eft suffi évident que dans ce cas la ligne des 
nœuds doit avoir un mouvement en arriéré. Car, ayant 


dtp ~ 3 ^ cofr) ^ C of 2») cofw, 

fbn mouvement moyen fera dtp " d@ cofw, & partant, 

pendant chaque révolution où <p — 360°, la ligne des nœuds reçu* 


, . 3 rnhh cofw , _ 

Iera par un angle m — . 360° 


Donc, fi rinclinaifon u 


eft fort petite , le mouvement de la ligne des nœuds eft deux fois plus 
rapide que celui de la ligne des abfides. Il fera donc bien utile de 
déterminer exactement la pofition des orbites de chaque Satellite à l’é- 
gard de l’équateur de Jupiter, pour s’affurer combien ces détermina- 
tions font d’accord avec les ohfervations, & fi en effet I’applatifTemeor 
du corps de Jupiter a une fi grande influence dans le mouvement de 
fes Satellites. Ce fera le plus fur moyen de connoitre jufqu’à quel 
point la théorie de I’artraélion univerfelle s’accorde avec les vrais mou- 
vemens des corps cèle fies. 
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